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Introduction

Des solutions classiques de l�équation de di¤usion ont été cataloguées pour

la plupart des problèmes importants de transfert de chaleur, l�équation de

di¤usion a été largement utilisée comme un model pour les processus de

réaction chimique.

La description des procédés chimiques et de transport des contaminants ont

motivé un grand volume de travail sur l�équation de convection-di¤usion

unidimensionnelle.

Des méthodes numériques ont fourni des solutions à des problèmes

satisfaisant à un rang assez large de conditions. Cependant, les solutions

analytiques continuent d�être très appréciées pour leurs simplicités inhérentes,

leur capacité à transmettre des informations qualitatives sur le problème

physique, et une véri�cation de modèles numériques.

Notre travail se base sur l�article deW.J.GOLZ et J.R.DORROH, qui consiste

à chercher des solutions pour un problème de convection-di¤usion à domaine

borné.
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Introduction

Ce sujet comprend trois (03) parties:

La première partie du sujet présente les di¤érentes formes du problème

de convection-di¤usion, et le principe de la méthode de séparation des

variables avec les di¤erentes solutions de l�équation de la chaleur pour plusieurs

types de problèmes (homogènes, non homogènes).

La deuxième partie, sera consacrée à la présentation du problème et les

di¤érents étapes pour sa résolution, en une concentration de sortie

expérimentale, il s�agit d�un problème aux limites avec des conditions de

Robin, pour l�équation de convection-di¤usion avec la donnée d�une valeur

de concentration de sortie expérimentale.

Le dernier chapitre est consacré à la résolution du problème en dé�nissant

la concentration de sortie comme une solution de l�équation de di¤usion

similaire avec une estimation de l�erreur de correction, le cas où la valeur

de concentration est donnée comme solution d�une équation di¤erentielle

ordinaire.
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Chapitre 1

Equation de convection-di¤usion

1.1 Quelques dé�nitions

Pour mieux comprendre le problème posé, il s�avère nécessaire de dé�nir certains

termes.

1.1.1 De�nition (convection et di¤usion)

a) Convection:

La convection est un mode de transfert de chaleur où celle-ci est transporté

par au moins un �uide(liquide ou gaz), d�une zone chaude à une autre moins

chaude. Les molécules du �uide s�échau¤ent, se dilatent, s�allègent et s�élèvent.

De nouvelles molécules plus froides remplacent continuement les molécules

assendantes chaudes, cela entraine une agitation permanante du �uide contre

la paroi [6]

Il est noté que le transfert de la chaleur se fait par un DEPLACEMENT

d�une zone à une autre.

A titre d�exemple, durant la cuisson de pàtes, l�eau se met en mouvement

spontanément, les groupes de particules du �uide proche du fond
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1.1. Quelques dé�nitions

de la casserole sont chau¤és, se dilatent donc deviennent moins denses et

montent, ceux de la surface sont refroidis par le contact de la surface avec

un milieu moins chaud, se contractent donc gagnent en densité et plongent.

b) Di¤usion:

La di¤usion est un mode de transfert de la chaleur provoqué par une

di¤érence de température au sein d�un mème matériaux solides ou entre

deux matériaux en contact. L�agitation des atomes se transmétte de proche

en proche. Donc par di¤usion( propagation) de proche en proche et non pas

par un déplacement [6]

A titre d�exemple: si vous posez une main sur un objet chaud, celui-ci vous

transmet la chaleur par di¤usion, donc c�est parcequ�il y a transfert de chaleur

de l�objet vers la main qu�on dit que l�objet est chaud.

1.1.2 Dé�nition de l�équation de convection-di¤usion

L�équation de convection-di¤usion est une combinaison des équations de

la di¤usion et de convection(advection), qui décrit des phénomènes physiques

où les particules, l�énergie, ou d�autre quantités physiques sont transférés à

l�interieur d�un système physique en raison de deux processus qui sont:

la convection et la di¤usion.

Par consequent, l�équation de convection-di¤usion c�est l�équation qui régit

de nombreux procedés de transport de phénomènes d�un batiment.

1.1.3 Problème de convection-di¤usion à domaine bornée

Dans notre mémoire, nous allons étudier le problème de di¤usion à domaine

borné, pour cela nous allons donner les di¤érentes formes de ce type de

problèmes.

4



1.1. Quelques dé�nitions

1)Problème aux limites de convection-di¤usion avec conditions de Dirichlet

@u

@t
(x; t) = D

@2u

@x2
(x; t)� v

@u

@x
(x; t)� �u(x; t) 0 < x < l t 2 R

u(x; t0) = f(x) t > t0

u(0; t) = u(l; t) = 0 0 < x < l

Avec f(x) donnée, et les constantes D; v et � décrivent respectivement

la di¤usion, la vitesse du �uide longitudinal et la décadence.

2)Problème aux limites de convection-di¤usion avec conditions de Neuman

@u

@t
(x; t) = D

@2u

@x2
(x; t)� v

@u

@x
(x; t)� �u(x; t) 0 < x < l t 2 R

u(x; t0) = f(x) t > t0
@u

@x
(0; t) =

@u

@x
(l; t) = 0 0 < x < l

Avec f(x) donnée, et les constantes D; v et � décrivent respectivement

la di¤usion, la vitesse du �uide longitudinal et la décadence.

3)Problème aux limites de convection-di¤usion avec conditions mixtes

@u

@t
(x; t) = D

@2u

@x2
(x; t)� v

@u

@x
(x; t)� �u(x; t) 0 < x < l t 2 R

u(x; t0) = f(x) t > t0

u(0; t) = 0
@u

@x
(l; t) = 0 0 < x < l

Avec f(x) donnée, et les constantes D; v et � décrivent respectivement

la di¤usion, la vitesse du �uide longitudinal et la décadence.
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1.2.Méthode de résolution

4)Problème aux limites de convection-di¤usion avec conditions de Robin

@u

@t
(x; t) = D

@2u

@x2
(x; t)� v

@u

@x
(x; t)� �u(x; t) 0 < x < l t 2 R

u(x; t0) = f(x) t > t0
@u

@x
(0; t) + h1u(0; t) = 0 h1; h2 > 0

@u

@x
(l; t) + h2u(l; t) = 0

Avec f(x) donnée, et les constantes D; v et � décrivent respectivement

la di¤usion, la vitesse du �uide longitudinal et la décadence.

Ce dernier problème est constitué d�une combinaison des deux conditions,

Dirichlet et de Neuman et sera l�objet de notre travail dans le chapitre deux.

1.2 Méthode de résolution

On va maintenant présenter la méthode de séparation des variables qu�on va

utiliser pour traiter notre problème.

1.2.1 Principe de la méthode de séparation des variables

La méthode de séparation des variables consiste à poser :u(x; t) =  (t):'(x)

dans l�équation, et de �séparer les variables� [15]

L�équation devient:  0(t):'(x) = K  (t):'00(x)

On divise alors formellement par: u(x; t) =  (t):'(x)

On trouve:
1

K

 0(t)

 (t)
=
'00(x)

'(x)

6



1.2.Méthode de résolution

On obtient deux équations à variables séparées:

 0(t) = �K (t)

'00(x) = �'(x)

On cherche les solutions non nulles de l�équation en '(x) avec les conditions

aux limites.

soit:

'00(x) = �'(x)

'(0) = '(L) = 0

Les solutions dépendent de la constante � :

Il n�y a pas de solutions non nulles dans les cas où� > 0 et � = 0

Si � < 0 alors :

'(x) = A sin(
p
��x) +B cos(

p
��x)

'(0) = 0) B = 0

'(L) = 0) A sin(
p
��L) = 0

Oubien A = 0 oubien
p
��L = n� n > 0 entier

Alors 'n(x) = sin(
n�

L
x) n > 0

Tel que : �n =
�n2�2
L2
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1.2.Méthode de résolution

On appelle les solutions 'n(x) les fonctions propres du problème et les �n les

valeurs propres associées.

On résout l�équation  0n(t) = �nK n(t) pour les valeurs de �n trouvées

précédemment, on trouve:

 n(t) = Cne
K�nt = Cne

�K n2�2

L2
t

On écrit donc la solution u(x; t) comme somme de toutes les solutions

élémentaires :

u(x; t) =
1X
n=1

Cne
�K

n2�2

L2
t
sin(

n�

L
x)

Telque:

Cn =
2

L

LZ
0

u0(x) sin(
n�

L
x)dx

1.2.2 La méthode de séparation des variables pour un problème

homogène

On présente les di¤érentes solutions de l�équation de la chaleur pour plusieurs

types de problème.

Exemple :

1)Problème de Dirichlet pour l�équation de la chaleur:

@u

@t
(x; t)� c2

@2u

@x2
(x; t) = 0 t � 0 x 2 [0; L]

u(0; t) = u(L; t) = 0

u(x; 0) = f(x)

Si on cherche la solution sous la forme u(x; t) =  (t):'(x) le problème devient
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1.2.Méthode de résolution

à valeurs propres et la solution est donnée par:

u(x; t) =

1X
n=1

Cne
�(
n�c

L
)2t
sin(

n�x

L
)

avec

Cn =
2

L

LZ
0

u(x; 0) sin(
n�x

L
)dx

2)Problème de Neuman pour l�équation de la chaleur:

Soit à trouver une solution générale à l�équation de la chaleur lorsque les

conditions aux limites sont:

@u

@t
(x; t)� c2

@2u

@x2
(x; t) = 0 t � 0 x 2 [0; L]

u(x; 0) = f(x)
@u

@x
(0; t) = 0 =

@u

@x
(L; t)

Alors la solution est donnée par:

u(x; t) =
1X
n=1

Cne
�(
n�c

L
)2t
cos(

n�x

L
)

3)Problème mixte pour l�équation de la chaleur:

Le problème est donné sous la forme suivante :

@u

@t
(x; t)�K

@2u

@x2
(x; t) = 0 t � 0 x 2 [0; L]

u(x; 0) = f(x)

u(0; t) = 0
@u

@x
(L; t) = 0

Il nous faut appliquer de nouveau le principe de la méthode de séparation
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1.2.Méthode de résolution

des variables, on trouve la solution sous la forme suivante:

u(x; t) =
1X
n=1

Cne
�(
(2n+ 1)�c

2L
)2t
sin(

(2n+ 1)�

2L
)x

4)Problème de Robin pour l�équation de la chaleur:

La solution générale de cette équation :

@u

@t
(x; t)�K

@2u

@x2
(x; t) = 0 t � 0 x 2 [0; L]

u(x; 0) = f(x)
@u

@x
(0; t)� u(0; t) = 0

@u

@x
(L; t) + u(L; t) = 0

est donnée par:

u(x; t) =
1X
n=1

An cos(
n�

L
)xBn sin(

n�

L
)x:e

�(
n�c

L
)2t

1.2.3 La méthode de séparation des variables en présence d�un

terme source

Les premières étapes se font en oubliant le terme source (i.e .sur l�équation

homogène).

On trouve la suite de valeurs propres �n associées aux fonctions propres 'n(x)

qui sont orthogonalisées par le produit scalaire < f; g >=

LZ
0

f(x)g(x)dx:
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1.2.Méthode de résolution

La nouvelle étape est de faire le produit scalaire de l�équation avec le terme

source par une fonction propre 'n(x) en considérant que la solution u(x; t)

s�écrit comme suit: u(x; t) = 'n(x) n(t)

Exemple [1]

@2u

@t2
(x; t)� @2u

@x2
(x; t) = t sin(�x) pour 0 < x < 1 t > 0

u(x; 0) =
@u

@t
(x; 0) = 0

u(0; t) = u(1; t) = 0

On fait les premières étapes de la méthode de séparation des variables en

oubliant le terme source h(x; t) = t sin(�x) (i.e.sur l�équation homogène),

on trouve la suite des valeurs propres �n = �n2�2 associées aux fonctions

propres: 'n(x) = sin(n�x):

Maintenant, on fait le produit scalaire de l�équation avec le terme source par

une fonction propre 'n(x) en considérant que la solution u(x; t) s�écrit comme

suit: u(x; t) = 'n(x) n(t)

On arrive à:

 00n(t) < 'n(x); 'n(x) > � n(t) < '00n(x); 'n(x) >= < h(x; t); 'n(x) >

Et donc:

 00n(t)� �n n(t) =
< h(x; t); 'n(x) >

< 'n(x); 'n(x) >

11



1.2.Méthode de résolution

On arrive en fait à la résolution de la même équation que dans le cas sans

terme source mais avec un second membre qui vaut:

hn(t) =
< h(x; t); 'n(x) >

< 'n(x); 'n(x) >

Dans l�exemple, on obtient:

h1(t) = t et hn(t) = 0

�Pour n = 1; on a donc à résoudre:

 001(t) + �2 1(t) = t

Les solutions sont:

 1(t) = C1 sin(�t) + d1 cos(�t) +
t

�2

�Pour n > 2 on a à résoudre:

 00n(t) + n2�2 n(t) = 0

Les solutions sont:

 n(t) = C1 sin(n�t) + d1 cos(n�t)

Le reste se déroule comme dans le cas sans terme source

1.2.4 La méthode de séparation des variables avec des conditions

aux limites non homogènes

On va appliquer maintenant la méthode de séparation des variables à un

problème avec des conditions aux limites non homogènes.

12



1.2.Méthode de résolution

Cette méthode consiste à relever les conditions aux limites non homogènes.

Pour cela on cherche une fonction a priori quelconque véri�ant les conditions

aux limites non homogènes de problème.

Dans la pratique, il faut essayer de choisir la fonction la plus simple possible.

Puis on fait un changement d�inconnue
v
u(x; t) de telle manière il véri�e

les conditions aux limites homogènes.[1]

Exemple [1]

Soit le problème avec les conditions aux limites non homogènes suivant:

@2u

@t2
(x; t)� @2u

@x2
(x; t) = 0 pour 0 < x < 1 t > 0

u(x; 0) =
@u

@t
(x; 0) = 0

u(0; t) = f(t)

u(1; t) = g(t)

On peut prendre:

�(x; t) = (1� x)f(t) + xg(t)

On remarque que �(x; t) véri�e les conditions aux limites de problème posé :

�(0; t) = f(t) et �(1; t) = g(t)

Ensuite, on fait un changement d�inconnue :

v
u(x; t) = u(x; t)� �(x; t)

13



1.2.Méthode de résolution

On voit que
v
u(x; t) véri�e des conditions aux limites homogènes:

v
u(0; t) = u(0; t)� �(0; t) = 0
v
u(1; t) = u(1; t)� �(1; t) = 0

Le problème en
v
u(x; t) s�écrit sous la forme suivante:

@2
v
u

@ t2
(x; t)� @2

v
u

@ x2
(x; t) =

@2�2

@ t2
(x; t) pour 0 < x < 1 t > 0

v
u(x; 0) = ��(x; 0)
@
v
u

@ t
(x; 0) = �@ �

@ t
(x; 0)

v
u(0; t) = 0
v
u(1; t) = 0

On a obtenu un problème avec des conditions aux limites homogènes.
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Chapitre 2

Equation de convection-di¤usion pour

concentration de sortie experimentale

2.1 Présentation du problème de convection-di¤usion

Notre problème est de formuler dans un domaine borné où la loi de

conservation appropriée donne des conditions de Robin aux extrémités.

Le problème considéré prend la forme suivante [5]

RCt = DCxx � vCx � �C + 
 0 < x < l t 2 R (2.1)

Où C = C(x; t) représente une concentration, avec x la distance longitudinale

et le temps t .

Les constantes R;D; v; � et 
 décrivent respectivement la sorption linéaire,

la di¤usion, la vitesse du �uide longitudinal, la décadence et la production.

15



2.2. Formulation et transformation

Cette équation satisfait les conditions suivantes :

C(x; t0) = �(x) 0 < x < l (2:2)

vC(0; t)�DCx(0; t) = vg(t) t > t0 (2:3)

vC(l; t)�DCx(l; t) = vCE t > t0 (2:4)

Où �(x) ; g(t) sont des fonctions bornées continuement dérivables et CE est la

concentration de sortie, qui pour l�instant, nous la considérons comme une

quantité expérimentalement mesurée .

2.2 Formulation et transformation

Pour transformer l�équation de convection-di¤usion sous une forme standard

pour une équation de di¤usion non homogène, et pour fournir des conditions

aux limites homogènes, on introduit un changement de variable [5]

C(x; t; r; s) = (W (x; t) + estH(x; t))erx�st (2:5)

Si on choisit les paramètres comme :

r =
v

2D
; s =

1

R
(
v2

4D
+ �); D;R 6= 0 (2:6)

Alors on trouve :
@C

@t
= (Wt(x; t)� sW (x; t))erx�st + erxHt(x; t)

@C

@x
= erx�st(Wx(x; t) + rW (x; t)) + erx(Hx(x; t) + rH(x; t))

@2C

@x2
= erx�st(Wxx(x; t) + 2rWx(x; t) + r2W (x; t)) + erx(Hxx(x; t) + 2rHx(x; t)+

r2H(x; t))

16



2.2. Formulation et transformation

En remplaçant dans notre problème (2:1) , on obtient :

R[erx�st(Wt(x; t)� sW (x; t)) + erxHt(x; t)] = D[erx�st(Wxx(x; t) + 2rWx(x; t)+

r2W (x; t)] +D[erx(Hxx(x; t) + 2rHx(x; t) + r2H(x; t)]� v[erx�st(Wx(x; t)+

rW (x; t) + erx(Hx(x; t) + rH(x; t)]� �[erx�st(W (x; t) + estH(x; t)] + 


On divise par R et on multiplie par e�rx+st on trouve:

Wt(x; t) =
D

R
Wxx(x; t) + estF (x; t) (2:7)

Telque :

F (x; t) =



R
e�rx � (sH(x; t) +Ht(x; t)) +

D

R
Hxx(x; t)

Et la condition initiale (2:2) devient :

C(x; t0) = (W (x; t0) + est0H(x; t0))e
rx�st0

Ce qui implique:

e�rx�(x) = (W (x; t0) + est0H(x; t0))e
�st0

Donc

W (x; t0) = est0(e�rx�(x)�H(x; t0)) (2:8)

Et si on dé�nit :

H(x; t) = (1 + cos
�x

l
)g(t) + (1� cos �x

l
)e�lxCE (2:9)

On trouve que:

Hx(x; t) = (
��
l
sin

�x

l
)g(t) + (

�

l
sin

�x

l
)e�lxCE � lCEe

�lx(1� cos �x
l
)
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2.2. Formulation et transformation

Alors la condition aux limites (2:3) devient :

vC(0; t)�DCx(0; t) = vg(t) t > t0

Ce qui implique:

v(W (0; t)+estH(0; t))e�st�D[e�st(Wx(0; t)+rW (0; t)]�D(Hx(0; t)+ rH(0; t)) = vg(t)

On a : H(0; t) = 2g(t) et Hx(0; t) = 0

Par substitution on aura :

v

2
e�stW (0; t)�De�stWx(0; t)�DHx(0; t) = 0

divisant par �D on obtient :

Wx(0; t)� rW (0; t) = 0 (2:10)

Et la condition au limite (2:4) devient :

Wx(l; t)� rW (l; t) = 0 (2:11)
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2.3. Théorème de Sturm Liouville

2.3 Théorème de Sturm Liouville

Soit A un opérateur linéaire di¤érentiel symétrique sur un sous-espace

vectoriel H de L2�( [a; b];R) de la forme:

8x 2 [a; b] , Af(x) = a(x)f 00(x) + b(x)f 0(x) + c(x)f(x) Ou a 2 C1(R;R+�).

On suppose que H est d�une des formes suivantes:

H = ff 2 C2( [a; b];R) / �1f(a) + �1f
0(a) = 0 et �2f(b) + �2f

0(b) = 0 g

Qui peut s�écrire aussi :

H = ff 2 C2(]a; b[ ;R) f est borné sur ]a; b[g

Où �1; �2; �1; �2 sont des réels �xés. Alors, l�opérateur A admet une in�nité

de valeurs propres et l�ensemble des valeurs propres est dénombrable et noté

(�n)n2N telque:

-8n 2 N; �n est réelle et simple.

-j�1j < j�2j < j�3j < :::::: < j�nj et lim j�nj
n!+1

= +1

Pour tout n 2 N, on note (�n)n2N un vecteur propre associé à �n. Alors (�n)n2N

est un système orthogonal total de H et (
�n
k�nk

)n2N est une base hilbertienne

de H faite de vecteurs propres pour A.[15]
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2.4. Extension des fonctions propres

2.4 Extension des fonctions propres

Pour obtenir notre représentation, on éxige une séparation de variable de la

solution : W (x; t) = '(x):T (t), en mettant F (x; t) = 0 [5]

On a : Wt(x; t) =
D
R
Wxx(x; t) (�)

D�autre part on a:

Wt(x; t) = '(x):T 0(t) et Wxx(x; t) = '00(x):T (t)

En substitution dans (�) on trouve :

'(x):T0(t) =
D

R
'00(x):T(t) = �

D

R

'00(x)

'(x)
= � ) '00(x) � R

D
�'(x) = 0

Soit � < 0 ) � = �k2

Donc '(x) = a cos(
p
�x) + b sin(

p
�x)

On applique la condition aux limites (2:10) :

� Wx(0; t)� rW (0; t) = 0 (2:10)
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2.4. Extension des fonctions propres

On sait que Wx(x; t) = '0(x):T (t)

Et '0(x) = �ak sin(kx) + bk cos(kx)

Alors Wx(0; t) = bk:T (t) et W (0; t) = a:T (t)

Alors (2:10) devient :

bk:T (t)� ra:T (t) = 0 ) k =
ra

b

Maintenant on applique la condition aux limites (2:11) :

� Wx(l; t)� rW (l; t) = 0 (2:11)

Alors on trouve:

'0(l):T (t)� r'(l):T (t) = 0

Ce qui donne

sin(kl)(�ak � rb) + cos(kl)(bk � ra) = 0

Et comme bk � ra = b
ra

b
� ra = 0

Alors sin(kl)(ak + rb) = 0

Donc k =
n�

l
) �n =

n2�2

l2
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2.4. Extension des fonctions propres

Ce qui nous conduit à un problème de Sturm- Liouville régulier avec la suite

des valeurs propres : �n =
n2�2

l2
et la suite des fonctions propres:

'n(x) = cos(x
p
�) +

rp
�
sin(x

p
�) n = 1; 2; ; ; ; (3:1)

Les fonctions propres normalisées d�un système de Sturm liouville

composent clairement une base orthonormée.[9]

D�où il résulte que (2:7) admet une solution de la forme suivante :

W (x; t) =
X

'n(x):Tn(t) M = 0 (3:3)

Telque :

Tn(t) =
e�

D
R
�ntR

'2n(x)dx
(
R t
t0
e(s+

D
R
�n)�

R l
0
F (x; �):'n(x)dx:d� + e(s+

D
R
�n)t0

R l
0
e�rx�(x)�

H(x; t0)'n(x)dx) (3:4)

Pour obtenir (3:4), on a utilisé l�orthogonalité des fonctions propres et

la symétrie des conditions aux bords sur W (x; t) et '(x) qui sont nécessaires

pour déveloper l�équation de convection-di¤usion en T (t) qui satisfait la

condition initiale de W (x; t):[12]

Maintenant, nous voulons démontrer que la représentation de C(x; t) sera

bornée pour tout le temps t, et pour l�établir :
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2.4. Extension des fonctions propres

On �xe t dans (3:4), en supposant que le second terme est borné, et donc

disparaître lorsque t0 ! �1 et on substitut W (x; t) =
X

'n(x):Tn(t)

dans (2:5) , C(x; t) = (W (x; t) + estH(x; t))erx�st

On obtient donc :

Cbv(x; t) =
X1

n=M

'n(x)e
rx�(s+D

R
�n)tR l

0
'2n(x)dx

R t
�1 e

(s+D
R
�n)�

R l
0
F (x; �):'n(x)dx:d�+

erxH(x; t) (3:5)

Qui est évidemment décroissante pour t [8]
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Chapitre 3

Equation de convection-di¤usion pour

concentration de sortie avec données

mathématiques

3.1 La concentration de sortie

Lorsque la concentration d�entrée est arbitraire le problème est sous-

déterminé en raison d�une concentration de sortie inconnue.

Nous résolvons ce problème en dé�nissant la concentration de sortie comme

une solution a une équation de di¤usion similaire qui satisfait à une condition

de Dirichlet à l�extrémité gauche de la ligne médiane.

Dans le cas où la concentration de sortie n�est pas empériquement observée ,

alors on peut la déterminer [5]

Premièrement, posant :

vCF (x; t) = vC(x; t)�DCx(x; t) 0 � x <1 t 2 R (4:1)
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3.1. La concentration de sortie

On remarque que :

vCF (l; t) = vC(l; t)�DCx(l; t)

Ce qui implique que :

vCF (l; t) = vCE

Donc CF (l; t) = CE

Telque CF (x; t) est une solution bornée de l�équation :

(2:1), RCt = DCxx � vCx � �C + 


Avec les conditions aux limites suivantes :

� vCF (x; t0) = vC(x; t0)�DCx(x; t0)

) vCF (x; t0) = v�(x)�D�x(x) 0 � x <1 (4:2)

� vCF (0; t) = vC(0; t)�DCx(0; t)

) CF (0; t) = g(t) (4:3)

Pour transformer l�équation de convection-di¤usion sous une forme standard

pour une équation de di¤usion non homogène, et pour fournir des conditions

aux limites homogènes, on introduit un changement de variable :

CF (x; t) = u(x; t)erx�st +



�
(4:4)

Alors (2:1) peut ètre écrite comme suit :

ut(x; t) =
D
R
uxx(x; t) (4:5)
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3.1. La concentration de sortie

Et les conditions aux limites (4:2); (4:3) deviennent :

� (4:2), vCF (x; t0) = v�(x)�D�x(x)

D�autre part

vCF (x; t0) = vu(x; t0)e
rx�st0 + v




�

Ce qui implique :

u(x; t0) = (CF (x; t0)�



�
)e�rx+st0

Alors :

u(x; t0) = (�(x)�
D

R
�x(x)�




�
)e�rx+st0

Qui est équivalent à:

u(x; t0) = �(x) (4:6)

Telque �(x) = (�(x)� D
R
�x(x)�




�
)e�rx+st0

� (4:3), CF (0; t) = g(t)

D�autre part on a :

CF (0; t) = u(0; t)e�st +



�
= g(t)

Ce qui implique que:

u(0; t) = (g(t)� 


�
)est

Alors: u(0; t) = G(t) (4:7)

Telque G(t) = (g(t)� 


�
)est (4:8)
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3.2. Une estimation de l�erreur de Danckwarts

Une solution de (4:5) à (4:7) est fournie par :

u(x; t) =

1Z
0

K(x� �; (
D

R
)(t� t0))�K(x+ �; (

D

R
)(t� t0))�(�)d��

2D

R

tZ
t0

Kx(x; (
D

R
)(t� �))G(�)d� (4:9)

Où le premier terme est obtenu par une extension de � et le dernier terme

par la méthode de Duhamel [2].

Telque le noyau et son dérivé sont :

K(x; t) =
1p
4�t

e

�x2
4t , Kx(x; t) =

x

2t
K(x; t) (4:10)

3.2 Une estimation de l�erreur de Danckwarts

Ce problème ne semble pas avoir été résolu dans la littérature et

la représentation résultante devrait être utile pour les problèmes d�intérêt

pratique.

Danckwarts a éliminé la concentration de sortie inconnue en supposant une

concentration continue à la limite d�écoulement, forçant ainsi des conditions

homogènes de Neumann (i.e:la condition de Robin est remplacée par la

condition de Neuman) [5]

Premièrement, on dé�nie une nouvelle concentration:

CD = CD(x; t) qui satisfait les conditions de (2:1) à (2:3) .
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3.2. Une estimation de l�erreur de Danckwarts

Mais la condition (2:4) sera remplacée par la condition de Neuman

suivante:

CDx(l; t) = 0 t > t0 (5:1)

Alors notre problème devient:

RCDt = DCDxx � vCDx � �CD + 
 (2:1)

CD(x; t0) = �(x) 0 < x < l (2:2)

vCD(0; t)�DCDx(0; t) = vg(t) (2:3)

CDx(l; t) = 0 t > t0 (5:1)

On voit que la condition (5:1) n�est pas généralement véri�ée:

on prend CD = CD(x) 2 CDt = 
 = 0 qui nous donne le problème considéré par

Danckwarts.

Maintenant, on note que CDx(l) = 0) CD(l) = 0

Le changement de variable: CD(x; t) = (WD(x; t) + estHD(x; t))e
rx�st

et les paramètres: r =
v

2D
, s =

1

R
(
v2

4D
+ �)

restent les mèmes, mais l�équation de convection-di¤usion (2:7) et la condition

initiale (2:8) doivent respecter la nouvelle dé�nition de HD(x; t) telque :

HD(x; t) = (1 + cos
�x

l
)g(t) (5:2)

qui remlace (2:9) .
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3.2. Une estimation de l�erreur de Danckwarts

Et d�aprés cette nouvelle dé�nition de HD(x; t) on trouve que la condition

(2:10) : WDx(0; t)� rWD(0; t) = 0 reste la mème car:

(2:3), vCD(0; t)�DCDx(0; t) = vg(t)

Ce qui implique que:

v[(WD(0; t)+e
stHD(0; t)e

�st]�D[e�stWDx(0; t)+rWD(0; t)]� D[HDx(0; t)+rHD(0; t)] =

vg(t)

On a :

HD(x; t) = (1 + cos
�x

l
)g(t)) HD(0; t) = 2g(t)

Et on a:

HDx(x; t) = (
��
l
sin

�x

l
)g(t)) HDx(0; t) = 0

HD(l; t) = HDx(l; t) = 0

Alors on trouve aprés la substitution:

WDx(0; t)� rWD(0; t) = 0

Mais la condition (2:11) sera remplacée par :

WDx(l; t) + rWD(l; t) = 0
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3.2. Une estimation de l�erreur de Danckwarts

Car on a une condition de Neuman: CDx(l; t) = 0

Donc: erl�st[WDx(l; t) + rWD(l; t)] + erl[HDx(l; t) + rHD(l; t)] = 0

Alors: WDx(l; t) + rWD(l; t) = 0 (5:3)

La séparation des variables de la solutionWD(x; t) = 'D(x)TD(t) pour le probème

homogène nous mène à un problème de Sturm-Liouville avec des valeurs

propres strictement positives:

Z1 = Tan(l
p
�D) , Z2 =

2r
p
�D

�D�r2
(5:4)

Informations sur la façon de l�approche de �D à leur valeur asymptotique est

utile pour évaluer l�estimation d�erreur.

Premierement , on voit que :

n2�2

l2
< �Dn<

(n+ 1)2�2

l2

Alors pour chaque n , on a �n < �Dn

Donc , �Dn aura la valeur asymptotique
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3.2. Une estimation de l�erreur de Danckwarts

Lim Z2p
�D!1

= Limp
�D!1

2r
p
�D

�D � r2

= Limp
�D!1

rp
�D

= 0

Ce qui implique que:

Lim �Dn
n!1

=
n2�2

l2

0La fonction propre 'Dn(x) est dé�nie comme:

(3:1), 'n(x) = cos(x
p
�) +

rp
�
sin(x

p
�) n = 1; 2; ; ; ;

mais avec leurs valeurs propres données par :

(5:4), Z1 = Tan(l
p
�D) , Z2 =

2r
p
�D

�D�r2

Si nous laissons la sommation commence à M = 1;une solution pour WD(x; t)

sera fournie par:

(3:3), W (x; t) =
X

'n(x):Tn(t)

Ou TDn(t) vient de:

(3:4), Tn(t) =
e�

D
R
�ntR

'2n(x)dx
(
R t
t0
e(s+

D
R
�n)�

R l
0
F (x; �):'n(x)dx:d�+ e(s+

D
R
�n)t0

R l
0
e�rx�(x)�

H(x; t0)'n(x)dx)
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3.2. Une estimation de l�erreur de Danckwarts

Et une solution sera donnée par CD bv(x; t) comme:

(3:5), Cbv(x; t) =
X1

n=M

'n(x)e
rx�(s+D

R
�n)tR l

0
'2n(x)dx

R t
�1 e

(s+D
R
�n)�

R l
0
F (x; �):'n(x)dx:d�+

erxH(x; t)

Puisque C et CD di¤érer le plus proche de x = l, notre dé�nition de l�erreur

est le choix naturel :

ED(t) = jC(l; t)� CD(l; t)j (5:7)

Si nous permettons que (5:7) est,par hypothese, décroissante avec t,

il s�ensuit que:

ED(t) � jCbv(L; t)� CDbv(L; t)j �
��� 
� ��� (5:8)
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié l�équation de convection- di¤usion.

Le problème est formulé dans un domaine �ni ou la loi conservation

appropriée rempli les conditions de Robin aux extrémités.

Au début, nous avons suggéré que la concentration d�entré est arbitraire,

après étude nous sommes parvenues à un problème sous déterminé

en raison d�une concentration de sortie inconnue.

Alors, nous avons essayé de résoudre ce problème en dé�nissant la

concentration de sortie comme une solution à une équation de di¤usion

similaire qui satisfait à une condition de Dirichlet à l�extrémité gauche

de la ligne médiane.

Comme le problème n�ayant pas été résolu pour cette approche, ce qui

nous a conduit à éliminer la concentration de sortie inconnue en supposant

une concentration continue à la limite d�écoulement, on a obtenu, en�n

de compte, un problème bien posé.

Finalement, nous avons proposé une solution au problème de Neuman en

l�utilisant pour produire une estimation.
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