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Introduction

Des solutions classiques de 1’équation de diffusion ont été cataloguées pour
la plupart des problémes importants de transfert de chaleur, 1’équation de
diffusion a été largement utilisée comme un model pour les processus de
réaction chimique.

La description des procédés chimiques et de transport des contaminants ont
motivé un grand volume de travail sur I’équation de convection-diffusion
unidimensionnelle.

Des méthodes numériques ont fourni des solutions & des problémes
satisfaisant & un rang assez large de conditions. Cependant, les solutions
analytiques continuent d’étre trés appréciées pour leurs simplicités inhérentes,
leur capacité a transmettre des informations qualitatives sur le probléme
physique, et une vérification de modéles numériques.

Notre travail se base sur ’article de W.J.GOLZ et J.R.DORROH, qui consiste
a chercher des solutions pour un probléme de convection-diffusion & domaine

borné.



Introduction

Ce sujet comprend trois (03) parties:

La premiére partie du sujet présente les différentes formes du probléme
de convection-diffusion, et le principe de la méthode de séparation des
variables avec les differentes solutions de I’équation de la chaleur pour plusieurs
types de problémes (homogénes, non homogeénes).

La deuxiéme partie, sera consacrée a la présentation du probléme et les
différents étapes pour sa résolution, en une concentration de sortie
expérimentale, il s’agit d’un probléme aux limites avec des conditions de
Robin, pour I’équation de convection-diffusion avec la donnée d’une valeur
de concentration de sortie expérimentale.

Le dernier chapitre est consacré a la résolution du probléme en définissant
la concentration de sortie comme une solution de I’équation de diffusion
similaire avec une estimation de 1’erreur de correction, le cas ou la valeur
de concentration est donnée comme solution d’une équation differentielle

ordinaire.



Chapitre 1

Equation de convection-diffusion

1.1 Quelques définitions

Pour mieux comprendre le probléme posé, il s’avére nécessaire de définir certains

termes.

1.1.1 Definition (convection et diffusion)

a) Convection:

La convection est un mode de transfert de chaleur ou celle-ci est transporté
par au moins un fluide(liquide ou gaz), d’une zone chaude & une autre moins

chaude. Les molécules du fluide s’échauffent, se dilatent, s’allégent et s’élévent.

De nouvelles molécules plus froides remplacent continuement les molécules
assendantes chaudes, cela entraine une agitation permanante du fluide contre
la paroi [6]

Il est noté que le transfert de la chaleur se fait par un DEPLACEMENT
d’une zone a une autre.

A titre d’exemple, durant la cuisson de pates, I’eau se met en mouvement

spontanément, les groupes de particules du fluide proche du fond



1.1. Quelques définitions

de la casserole sont chauffés, se dilatent donc deviennent moins denses et
montent, ceux de la surface sont refroidis par le contact de la surface avec

un milieu moins chaud, se contractent donc gagnent en densité et plongent.

b) Diffusion:

La diffusion est un mode de transfert de la chaleur provoqué par une
différence de température au sein d’un méme matériaux solides ou entre
deux matériaux en contact. L’agitation des atomes se transmétte de proche
en proche. Donc par diffusion( propagation) de proche en proche et non pas
par un déplacement [6]

A titre d’exemple: si vous posez une main sur un objet chaud, celui-ci vous
transmet la chaleur par diffusion, donc c’est parcequ’il y a transfert de chaleur

de 'objet vers la main qu’on dit que ’objet est chaud.

1.1.2 Définition de I’équation de convection-diffusion

L’équation de convection-diffusion est une combinaison des équations de

la diffusion et de convection(advection), qui décrit des phénoménes physiques
ot les particules, I’énergie, ou d’autre quantités physiques sont transférés a
I’interieur d’un systéme physique en raison de deux processus qui sont:

la convection et la diffusion.
Par consequent, I’équation de convection-diffusion c’est ’équation qui régit

de nombreux procedés de transport de phénoménes d’un batiment.

1.1.3 Probléme de convection-diffusion a domaine bornée

Dans notre mémoire, nous allons étudier le probléme de diffusion & domaine
borné, pour cela nous allons donner les différentes formes de ce type de

problémes.



1.1. Quelques définitions

1) Probléme auzx limites de convection-diffusion avec conditions de Dirichlet

ou 0?u ou

i - D= — == — R
T (z,t) o2 (x,t) Ugm(x,t) pu(z,t)  0<z<l te
u(z,to) = f(x) t >t

u(0,t) = u(l,t) =0 O0<z<l

Avec f(z) donnée, et les constantes D, v et ;1 décrivent respectivement

la diffusion, la vitesse du fluide longitudinal et la décadence.

2)Probléme aux limites de convection-diffusion avec conditions de Neuman

ou 0*u ou
E(m,t):D@(x,t)—va—x(x,t)—,uu(x,t) O<z<l teR
u(z, tg) = f(x) t >ty
@(Ot)—%(lt)—o 0<z<l

or 7 o v

Avec f(r) donnée, et les constantes D, v et u décrivent respectivement

la diffusion, la vitesse du fluide longitudinal et la décadence.

3) Probléme aux limites de convection-diffusion avec conditions mixtes

ou 0%u ou
E(m,t)—D@(:L',t)—v%(x,t)—uu(:c,t) O<z<l teR
u(z,to) = f(x) t >ty

u(0,t) =

ou

—(l,t) = l

8:5( ,t)=0 0<z<

Avec f(r) donnée, et les constantes D, v et ;1 décrivent respectivement

la diffusion, la vitesse du fluide longitudinal et la décadence.



1.2. Méthode de résolution

4) Probléme auz limites de convection-diffusion avec conditions de Robin

du 0*u du
E(m,t)—D@(m,t)—v%(x,t)—uu(x,t) O0<z<l teR
u(x,to) = f(x) t >t

%(O,t) + hlu(07t) = 0 h17 h2 > O

ou

%(Z,t) + hou(l,t) =0

Avec f(zr) donnée, et les constantes D, v et ;1 décrivent respectivement
la diffusion, la vitesse du fluide longitudinal et la décadence.
Ce dernier probléme est constitué d’une combinaison des deux conditions,

Dirichlet et de Neuman et sera I’objet de notre travail dans le chapitre deux.

1.2 Meéthode de résolution

On va maintenant présenter la méthode de séparation des variables qu’on va

utiliser pour traiter notre probléme.

1.2.1 Principe de la méthode de séparation des variables

La méthode de séparation des variables consiste a poser :u(z,t) = 9 (t).¢(x)
dans I’équation, et de “séparer les variables” [15]

L’équation devient: '(t).o(x) = K (t).¢"(x)

On divise alors formellement par: u(z,t) = ¥(t).o(z)

1y'(t)  ¢"(z)

On trouve: — =

Kap(t)  o(x)




1.2. Méthode de résolution

On obtient deux équations & variables séparées:

Y(t) = AK(t)

On cherche les solutions non nulles de I’équation en (z) avec les conditions

aux limites.

soit:

Les solutions dépendent de la constante X :

Il n’y a pas de solutions non nulles dans les cas ou)\ >0 et A =0

Si A< 0 alors:

o(x) = Asin(v/=Az) + B cos(v/—\r)
0(0)=0= B =0
(L) = 0= Asin(v/—=AL) =0

Qubien A=0 oubien +—-AL=nnw n >0 entier

nm

Alors ¢, (x) = sin(fx) n >0
2.2
Tel que : \, = Z;T



1.2. Méthode de résolution

On appelle les solutions ¢, () les fonctions propres du probléme et les A, les
valeurs propres associées.
On résout I’équation ¢/ (t) = )\, K%, (t) pour les valeurs de ), trouvées

précédemment, on trouve:

2.2

Yu(t) = Coeft = Cpe™ 5!

On écrit donc la solution u(z,t) comme somme de toutes les solutions

élémentaires :
- n’m?
u(z,t) = ; Cne_K?tsin(%x)
Telque:
L
C, = %/uo(x) sin(%x)dw
0

1.2.2 La méthode de séparation des variables pour un probléme
homogeéne

On présente les différentes solutions de I’équation de la chaleur pour plusieurs
types de probléme.

Exemple :

1) Probléme de Dirichlet pour l’équation de la chaleur:

%(z,t)—cz%(x,t) =0 t>0 z €[0,1]
u(0,t) = u(L,t) =0
u(z,0) = f(z)

Si on cherche la solution sous la forme u(z,t) = ¢ (t).¢o(x) le probléme devient



1.2. Méthode de résolution

a valeurs propres et la solution est donnée par:

nmce
)2t nmTT

u(x,t) = ZCnei( L sin(T)
n=1

avec
L

nnx

C, == / u(,0) sin(“7-)da

0

2) Probléme de Neuman pour l’équation de la chaleur:

Soit a trouver une solution générale a I’équation de la chaleur lorsque les

conditions aux limites sont:

2
%(m,t)—cz%(x,t) =0 t>0 z € [0, L]
u(z,0) = f(x)
ou

ou

Alors la solution est donnée par:

)2t nmwx
[ et
cos( )

3) Probléme mixte pour l’équation de la chaleur:

Le probléme est donné sous la forme suivante :

ou 0%u

E(qj7t)—K@(J}7t> =0 t>0 r €0, L]
u(z,0) = f(z)

u(0,t) =

ou

8_x(L’t) =0

Il nous faut appliquer de nouveau le principe de la méthode de séparation



1.2. Méthode de résolution

des variables, on trouve la solution sous la forme suivante:

o ((Zn + 1)7Tc)2 (2n 1 1)
()% n T
t) = C, 2L in(~~—— L~/
u(z,t) ; e sin( 5 3
4) Probléme de Robin pour l’équation de la chaleur:
La solution générale de cette équation :
ou 0u
%é(% 0) = f(z)
U
—(0,t) —u(0,t) =0
304 =0
U
—(L,t Lt)=0
(L 1) + (L)
est donnée par:
o (mrc)
—(—)?¢
u(z,t) = ZAn cos(n—)xBn sin(%)x e L

1.2.3 La méthode de séparation des variables en présence d’un

terme source

Les premiéres étapes se font en oubliant le terme source (i.e .sur ’équation

homogeéne).

On trouve la suite de valeurs propres )\, associées aux fonctions propres ¢, (7)

L
qui sont orthogonalisées par le produit scalaire < f,g >= / flz)g(z)dz.
0

10



1.2. Méthode de résolution

La nouvelle étape est de faire le produit scalaire de I’équation avec le terme
source par une fonction propre ¢, (r) en considérant que la solution u(z,t)
s’écrit comme suit: u(z,t) = o, (), (t)

Exemple [1]

2 2
%(33775) — %(m,t) = tsin(mz) pour O<z<l1 t>0
uw,0) = Th,0) = 0

u(0,t) =u(l,t) =0
On fait les premiéres étapes de la méthode de séparation des variables en
oubliant le terme source h(z,t) = tsin(rz) (i.e.sur I’équation homogéne),

2

on trouve la suite des valeurs propres \, = —n?7? associées aux fonctions

propres: ¢, (r) = sin(nwx).
Maintenant, on fait le produit scalaire de I’équation avec le terme source par

une fonction propre ¢,(x) en considérant que la solution u(x,t) s’écrit comme

suit: u(z,t) = ¢, (7)Y, (1)

On arrive a:

Y (t) < 0u(2), 0, (x) > =1, (1) < @l (), n(w) >= < h(,1),0,(x) >

Et donc:

D) = () = S

11



1.2. Méthode de résolution

On arrive en fait i la résolution de la méme équation que dans le cas sans
terme source mais avec un second membre qui vaut:

< h(x,t), 0, (1) >
) = o @) enle) >

Dans I’exemple, on obtient:

hi(t) =t et hn(t) =0
— Pour n =1, on a donc a résoudre:
1) + 7y (1) =t
Les solutions sont:
. t
1, (t) = Cy sin(nt) + dy cos(mt) + =

— Pour n > 2 on a a résoudre:
U (t) +n*my,(t) = 0
Les solutions sont:
1V, (t) = Cysin(nwt) 4 dy cos(nnt)

Le reste se déroule comme dans le cas sans terme source

1.2.4 La méthode de séparation des variables avec des conditions

aux limites non homogénes

On va appliquer maintenant la méthode de séparation des variables a un

probléme avec des conditions aux limites non homogénes.

12



1.2. Méthode de résolution

Cette méthode consiste a relever les conditions aux limites non homogénes.
Pour cela on cherche une fonction a priori quelconque vérifiant les conditions
aux limites non homogénes de probléme.

Dans la pratique, il faut essayer de choisir la fonction la plus simple possible.
Puis on fait un changement d’inconnue u(z,t) de telle maniére il vérifie

les conditions aux limites homogeénes.[1]

Exemple [1]

Soit le probléme avec les conditions aux limites non homogénes suivant:

0%u 0%u
8752( ,1) W(x,t):() pour O<z<l1 t>0
(x O) (x 0)=0

On peut prendre:
0(x,t) = (1 —x)f(t) +xg(t)

On remarque que 6(z,t) vérifie les conditions aux limites de probléme posé :

0(0,1) = f(t) et 0(1,t) = g(t)

Ensuite, on fait un changement d’inconnue :

u(z,t) = u(z,t) — 0(x,t)

13



1.2. Méthode de résolution

On voit que u(z,t) vérifie des conditions aux limites homogénes:

Le probléme en u(z,t) s’écrit sous la forme suivante:

9%u 0%y 5202

W(mﬂf)_aaﬂ(l’?t)_ﬁ(x)t) pour O<z<l t>0
u(z,0) = —0(x,0)

ou 00

Q_t(I’O) _W(LO)

u(0,t) =

u(1,t) =0

On a obtenu un probléme avec des conditions aux limites homogeénes.

14



Chapitre 2

Equation de convection-diffusion pour

concentration de sortie experimentale

2.1 Présentation du probléme de convection-diffusion
Notre probléme est de formuler dans un domaine borné o la loi de
conservation appropriée donne des conditions de Robin aux extrémités.

Le probléme considéré prend la forme suivante [5]

RC, = DC,, —vC, — nC +~ 0<x<l te R (2.1)

Ou C = C(x,t) représente une concentration, avec r la distance longitudinale

et le temps ¢ .

Les constantes R, D, v, i et v décrivent respectivement la sorption linéaire,

la diffusion, la vitesse du fluide longitudinal, la décadence et la production.

15



2.2. Formulation et transformation

Cette équation satisfait les conditions suivantes :

C(x,to) = ¢(x) 0<z<l (2.2)
vC(0,t) — DC,L(0,t) = vg(t) t >t (2.3)

Ou ¢(z) ,g(t) sont des fonctions bornées continuement dérivables et Cy est la
concentration de sortie, qui pour l’instant, nous la considérons comme une

quantité expérimentalement mesurée .

2.2 Formulation et transformation
Pour transformer 1’équation de convection-diffusion sous une forme standard
pour une équation de diffusion non homogeéne, et pour fournir des conditions

aux limites homogénes, on introduit un changement de variable [5]

Clx,t;r,s) = (W(x,t) + e H(x,t))e™ (2.5)

Si on choisit les paramétres comme :

v 1 U2
Alors on trouve :
80 re—st T
S = Wila,1) = sW(z, £)er=" 4 e Hy(, 1)
% = et (Wo(x, t) + rW(x, t) + e (Hy(2,t) + rH(x,t))
b}
27(5 = "t (W, 1) + 20Wo (@, 1) + 12 W (2, 1)) + €™ (Hoo (2, 1) + 2rHy(,t)+

r?H(x,t))

16



2.2. Formulation et transformation

En remplagant dans notre probléme (2.1) , on obtient :

Rle™ st (Wy(x,t) — sW(x,t)) + e Hy(x,t)] = D][e™ " (Wu(x, t) + 2rW,(x, t)+
r?W(x,t)] + D[e" (Hpp(x,t) + 2r Hp(x, t) + r2H (2, t)] — v[e"™ (W (z, t)+
rW(x,t) + e (Hy(x,t) + rH(x, t)] — ple™ (W (x,t) + e H(x,t)] + v

—rx+st

On divise par R et on multiplie par e on trouve:

Wi(z,t) = %Wm(:c,t) + e F(z,t) (2.7)

Telque :

gl

F(z,t) = Ee_m — (sH(z,t) + Hy(x,t)) + %Hm(m, t)

Et la condition initiale (2.2) devient :

C(z,tg) = (W(x,to) + e H(x,tg))ers st
Ce qui implique:

e p(x) = (W(x,to) + e H (x, tg))e "

Donc

Wz, to) = (e~ d(x) — H(x, 1)) (28)

Et si on définit :

H(z,t) = (1 + cos Wl—x)g(t) + (1 — cos ?)e’leE (2.9)
On trouve que:
H,(z,t) = (_TW sin 7TTa:)g(t) + (% sin Wl—x)e*lzCE — ICge (1 — cos WTx)

17



2.2. Formulation et transformation

Alors la condition aux limites (2.3) devient :

v(C(0,t) — DCL(0,t) = vg(t) t >t

Ce qui implique:
v(W(0,t)+e*H(0,t))e =t — D[e™s"(W,(0,t)+rW(0,t)] — D(H,(0,t)+ rH(0,t)) = vg(t)
Ona : H(0,t) =2g(t) et H,(0,t)=0

Par substitution on aura :

ge*StW(O, t) — De=*'W,(0,t) — DH,(0,1) = 0
divisant par —D on obtient :

W,(0,t) —rW(0,t) =0 (2.10)
Et la condition au limite (2.4) devient :

W (l,t) — rW(i,t) = 0 (2.11)

18



2.3. Théoréme de Sturm Liouville

2.3 Théoréme de Sturm Liouville

Soit A un opérateur linéaire différentiel symétrique sur un sous-espace

vectoriel H de L2( [a,b],R) de la forme:

Vo € [a,b] , Af(x) = a(z)f"(z) + b(z)f'(z) + c(z)f(x) Oua € CL(R,R*).
On suppose que  est d’une des formes suivantes:

H={feC [a,b],R) / a1f(a) + B1f'(a) =0 et axf(b) + Bof'() = 0 }
Qui peut s’écrire aussi :

H ={f € C(Ja,b,R) f est borné sur Ja, b[}

Ou oy, as, 34,5, sont des réels fixés. Alors, 'opérateur A admet une infinité

de valeurs propres et ’ensemble des valeurs propres est dénombrable et noté

(An)nen telque:
-Vn € N, )\, est réelle et simple.
-A] < Ao] < A3] < e <|An| et lim|\,| =400
n—-+oo
Pour tout n € N, on note (¢, ),y un vecteur propre associé a \,. Alors (¢,,),en

est un systéme orthogonal total de H et (”z—"H)neN est une base hilbertienne

de H faite de vecteurs propres pour A.[15]

19



2.4. Extension des fonctions propres

2.4 Extension des fonctions propres

Pour obtenir notre représentation, on éxige une séparation de variable de la

solution : W (z,t) = ¢(z).T(t), en mettant F(x,t) =0 [5]

On a: Wy(z,t)= %Wm(x,t) (%)

D’autre part on a:

Wiz, t) = o(x).T"(t) et Waa(z,t) = ¢"(x).T(t)

En substitution dans (x) on trouve :

o) T'(t) = (). T(6) = A

e S @) - deln) =0
Soit A <0 =\ = —k?

Donc ¢(z) = acos(vVAz) + bsin(v/Az)

On applique la condition aux limites (2.10) :

o W,(0,t) —rW(0,t) =0 (2.10)

20



2.4. Extension des fonctions propres

On sait que W,(z,t) = ¢'(x).T(t)
Et ¢/ (z) = —aksin(kz) + bk cos(kx)
Alors W, (0,t) =bk.T(t) et W(0,t) = a.T(t)

Alors (2.10) devient :

bk T(t) —raT(t) =0 = k=—

Maintenant on applique la condition aux limites (2.11)

o W,(l,t) —rW(l,t) =0 (2.11)

Alors on trouve:

¢'(1).T(t) —rp(1).T(t) =0

Ce qui donne

sin(kl)(—ak — rb) + cos(kl)(bk — ra) =0

Et comme bk—ra:bﬁ—m:O

b

Alors sin(kl)(ak 4+ rb) =0

Donc k= — = Ap =

21



2.4. Extension des fonctions propres

Ce qui nous conduit a un probléme de Sturm- Liouville régulier avec la suite

n2m?

des valeurs propres : A\, = 2 et la suite des fonctions propres:

@, (1) = cos(zvA) + 7 sin(zv/)) n=12,,,, (3.1)

Les fonctions propres normalisées d’un systéme de Sturm liouville
composent clairement une base orthonormée.[9]

D’ot il résulte que (2.7) admet une solution de la forme suivante :

W(x,t) =Y ¢,(x).T.(t) M=0 (3.3)

Telque

— DBt

Tn(t) - W(ﬁfo 6(

s+ RAR)T f(f F(x, 7)., (x)dz.dr + e(s+RAn)to fol e P(x)—

H(x, tg)p, (x)dx) (3.4)
Pour obtenir (3.4), on a utilisé 'orthogonalité des fonctions propres et
la symétrie des conditions aux bords sur W(x,t) et ¢(x) qui sont nécessaires
pour déveloper ’équation de convection-diffusion en 7(t) qui satisfait la
condition initiale de W (z,).[12]
Maintenant, nous voulons démontrer que la représentation de C(x,t) sera

bornée pour tout le temps ¢, et pour 1’établir :
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2.4. Extension des fonctions propres

On fixe ¢t dans (3.4), en supposant que le second terme est borné, et donc
disparaitre lorsque t; — —oo et on substitut W(x,t) = Z 0, (2).T,(t)
dans (2.5) < C(x,t) = (W(x,t) + e H(x,t))e* 5

On obtient donc :

re—(s+L2 At
" t (s+8xp)7 1
SO et RN [V F (2, 7)., (z)dx.dT+

Cop(,t) = ZZO:M wn(?fﬁ (x)dx

e H(z,t) (3.5)

Qui est évidemment décroissante pour t [8]
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Chapitre 3

Equation de convection-diffusion pour
concentration de sortie avec données

mathématiques

3.1 La concentration de sortie

Lorsque la concentration d’entrée est arbitraire le probléme est sous-
déterminé en raison d’une concentration de sortie inconnue.

Nous résolvons ce probléme en définissant la concentration de sortie comme
une solution a une équation de diffusion similaire qui satisfait & une condition
de Dirichlet a ’extrémité gauche de la ligne médiane.

Dans le cas ou la concentration de sortie n’est pas empériquement observée ,
alors on peut la déterminer [5]

Premiérement, posant :

vCp(x,t) = vC(x,t) — DC(z,1t) 0<z<o0 teR (4.1)
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3.1. La concentration de sortie

On remarque que :

vCr(l,t) = vC(l,t) — DC(I,t)
Ce qui implique que :
vCr(l,t) =vCg
Donc Cg(l,t) =Cg

Telque Cr(z,t) est une solution bornée de ’équation :

(2.1) & RCy = DCyyp — vCy — nC + 7y
Avec les conditions aux limites suivantes :
o vCr(x,ty) = vC(x,tg) — DCL(x,tp)

= vCp(z,ty) = vo(z) — Do, () 0<z<o0 (4.2)

° vCr(0,t) = vC(0,t) — DC,(0,1)

= Cr(0,t) =g(t) (4.3)
Pour transformer 1’équation de convection-diffusion sous une forme standard
pour une équation de diffusion non homogeéne, et pour fournir des conditions

aux limites homogénes, on introduit un changement de variable :

Cr(z,t) = u(x, t)em™ 5 + % (4.4)

Alors (2.1) peut étre écrite comme suit :
w(z,t) = %um(x,t) (4.5)
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3.1. La concentration de sortie

Et les conditions aux limites (4.2), (4.3) deviennent :

o (4.2) & vCp(z,ty) =vo(r) — Do, (x)

D’autre part

vCE(x,tg) = vu(z, to)e™ st + vt

I
Ce qui implique :
u(z, to) = (Cr(, to) — %)e—mﬂto

Alors :

u(z,tg) = (p(x) — =, (x) — Z)G—Tx—i-sto

Qui est équivalent a:

u(z,ty) = ®(x) (4.6)

Telque  B(x) = (§(x) = o, () = ) ™
e (4.3) & Cr(0,t) = g(t)
D’autre part on a :

Cr(0,1) = u(0, )" + % = g(t)
Ce qui implique que:

_ _ Z €St

u(0,t) = (g(t) u)
Alors: u(0,t) = G(t) (4.7)
Telque  G(t) = (g(t) — %)e“ (4.8)
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3.2. Une estimation de I’erreur de Danckwarts

Une solution de (4.5) a (4.7) est fournie par :

ulwt) = [Kio = ¢ () ~ta)) = Ko+ ¢, ()t~ ta) @G}~

% / Koz, (%)(z — G (4.9)

O le premier terme est obtenu par une extension de ¢ et le dernier terme
par la méthode de Duhamel [2].

Telque le noyau et son dérivé sont :
—x2

1
K1) = = o K(at) = %K(:p,t) (4.10)

3.2 Une estimation de ’erreur de Danckwarts
Ce probléme ne semble pas avoir été résolu dans la littérature et
la représentation résultante devrait étre utile pour les problémes d’intérét
pratique.
Danckwarts a éliminé la concentration de sortie inconnue en supposant une
concentration continue a la limite d’écoulement, forcant ainsi des conditions
homogeénes de Neumann (i.e:la condition de Robin est remplacée par la
condition de Neuman) [5]

Premiérement, on définie une nouvelle concentration:

Cp = Cp(z,t) qui satisfait les conditions de (2.1) a (2.3) .
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3.2. Une estimation de I’erreur de Danckwarts

Mais la condition (2.4) sera remplacée par la condition de Neuman
suivante:

Cpa(l,t) =0 t >t (5.1)

Alors notre probléme devient:

RCpy = DCpyy — vCpy — uCp + 7y (2.1)
Cp(z,tg) = ¢(z) 0<z<l (2.2)
vCp(0,t) — DCp,(0,t) = vg(t) (2.3)
Cpa(l,t) =0 t >t (5.1)

On voit que la condition (5.1) n’est pas généralement vérifiée:
on prend Cp = Cp(z) € Cp, = v =0 qui nous donne le probléme considéré par
Danckwarts.
Maintenant, on note que Cp,(l) =0= Cp(l) =0
Le changement de variable: Cp(z,t) = (Wp(x,t) + e Hp(z,t))e™

t 1 etres: 1 = — =
et les paramétres: r = - , 7
restent les mémes, mais ’équation de convection-diffusion (2.7) et la condition

initiale (2.8) doivent respecter la nouvelle définition de Hp(z,t) telque :

Hp(x,t) = (1 + cos ”l—x)g(t) (5.2)

qui remlace (2.9) .

28



3.2. Une estimation de I’erreur de Danckwarts

Et d’aprés cette nouvelle définition de Hp(x,t) on trouve que la condition

(2.10) : Wp,(0,t) — rWp(0,t) =0 reste la méme car:

(2.3) & vCp(0,t) — DCp,(0,t) = vyg(t)
Ce qui implique que:

V(Wi (0, 1) +e Hp(0, e — D]e= W (0, £) +7Wp (0, 1)] — D[Hpy(0,t)+rHp(0,1)] =
vg(t)

Hp(z,t) = (1 + cos Wl—x)g(t) = Hp(0,t) = 29(¢)

Et on a:

—mT . T
HDz(x7t) = (TSID T)g(t> = HDx(Ovt) =0

Hp(l,t) = Hp,(l,t) =0

Alors on trouve aprés la substitution:

WDQC(O, t) - TWD(O, t) =0

Mais la condition (2.11) sera remplacée par :

WDm<l7t) + TWD(Z,t) =0
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3.2. Une estimation de I’erreur de Danckwarts

Car on a une condition de Neuman: Cp,(l,t) =0

Donc: e [Wp,(l,t) + rWp(l,t)] + e [Hp.(I,t) + rHp(l,t)] = 0

Alors: Wp,(l,t) +rWp(l,t) =0 (5.3)

La séparation des variables de la solution Wp(z,t) = ¢ (2)Tp(t) pour le probéme

homogéne nous méne a un probléme de Sturm-Liouville avec des valeurs

propres strictement positives:

2rv/Ap
Zy = Tan(lV/2p) , Zs= ; AD (5.4)
D—r2

Informations sur la fagon de ’approche de \p a leur valeur asymptotique est

utile pour évaluer I’estimation d’erreur.

Premierement , on voit que :

n?m? (n+1)*n?
< AD"<Z—2

Alors pour chaque n , on a A\, < Ap,

Donc , \p, aura la valeur asymptotique
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3.2. Une estimation de I’erreur de Danckwarts

2ry/ A
Lim Zs= Lim ! 2
JAp—oo VAD—ooAD — T

= Lim — =0

VAp—oo /A

Ce qui implique que:

Lim )\Dn = 2

OLa fonction propre ¢, (v) est définie comme:

(3.1) & ¢, () = cos(zvA) + % sin(zv/\) n=12,,,

mais avec leurs valeurs propres données par :

27"\/ )\D

AD_y2

(54) & 4= Tan(lv /\D) ) Loy =
Si nous laissons la sommation commence & M = 1,une solution pour Wp(z,1t)

sera fournie par:

(3.3) & W(x,t) Zcpn

Ou Tp, (t) vient de:

_D

€ s+ D  rl s —rx
= fgﬂ(:c)dx(ﬁz TR [UF (@, 7)., (x)dw.dr+ TR [1ermg(z)—

H(x,t,)e,(x)dx)
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3.2. Une estimation de I’erreur de Danckwarts

Et une solution sera donnée par Cp p,(z,t) comme:

I re—(s+L2 )t
(35) PN va(l',t> _ Z Son(x)e R t

(s+8x)r (L

- : D eSTRAMT [C R (2, 7)., (@) de.dT+
n=M [y eh(w)da

e’ H(z,t)

Puisque C' et C'p différer le plus proche de r = [, notre définition de ’erreur
est le choix naturel :
Ep(t) = |C(t) — Co(lL1)] (5.7)

Si nous permettons que (5.7) est,par hypothese, décroissante avec t,

il s’ensuit que:

Ep(t) > |Cy(L,t) — Cppo(L,t)| >

0l
I
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié I’équation de convection- diffusion.
Le probléme est formulé dans un domaine fini ou la loi conservation
appropriée rempli les conditions de Robin aux extrémités.
Au début, nous avons suggéré que la concentration d’entré est arbitraire,
aprés étude nous sommes parvenues a un probléme sous déterminé
en raison d’une concentration de sortie inconnue.
Alors, nous avons essayé de résoudre ce probléme en définissant la
concentration de sortie comme une solution & une équation de diffusion
similaire qui satisfait & une condition de Dirichlet a ’extrémité gauche
de la ligne médiane.
Comme le probléme n’ayant pas été résolu pour cette approche, ce qui
nous a conduit a éliminer la concentration de sortie inconnue en supposant
une concentration continue a la limite d’écoulement, on a obtenu, enfin
de compte, un probléme bien posé.
Finalement, nous avons proposé une solution au probléme de Neuman en

P’utilisant pour produire une estimation.



3.2. Une estimation de I’erreur de Danckwarts
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